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RESUMEN. Se analizan los diferentes grados de formalizacion matematica que pueden
aplicarse en el estudio de la probabilidad en los niveles de educacion no universitarios.
Se aplica el modelo de niveles de algebrizacién de las practicas matematicas basado en el
Enfoque Ontosemidtico para identificar los tipos de objetos y procesos que intervienen
en la resolucion de una seleccion de problemas probabilisticos. Dicho analisis permite
identificar la progresion de la actividad matematica desde los niveles aritméticos y
protoalgebraicos, a los niveles mas elevados de algebrizacién y formalizacion. El método
de andlisis desarrollado puede ayudar a establecer conexiones entre los enfoques
intuitivos/informales y los enfoques progresivamente méas formales en el estudio de las

matematicas.

PALABRAS CLAVE: Probabilidad, formalizacion, ideas estocasticas fundamentales,

niveles de algebrizacion.

ABSTRACT. The different degrees of mathematical formalisation that can be applied in
the study of probability at non-university educational levels are analysed. The model of
algebrization levels of mathematical practices based on the Ontosemiotic Approach is
applied to identify the types of objects and processes involved in the resolution of a
selection of probabilistic problems. This analysis serves to identify the progression from

arithmetic and proto-algebraic levels of mathematical activity to higher levels of
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algebraisation and formalisation. The method of analysis developed can help to establish
connections between intuitive/informal approaches and progressively more formal
approaches in the study of mathematics.

KEYWORDS: Probability, formalization, fundamental stochastic ideas, algebrization
levels.

INTRODUCCION

Actualmente asistimos a un debate en educacion estadistica sobre la posibilidad de
ensefiar contenidos, como la inferencia estadistica, mediante enfoques informales (Makar
et al., 2011; Prodromou, 2017) en la formacion de estudiantes con pocos conocimientos
de algebra o calculo. La misma discusion se observa en relacion a otros contenidos
matematicos, para los que se propone un mayor énfasis en la comprension y resolucion
de problemas (OECD, 2019), evitando formalizaciones innecesarias y el aprendizaje de
algoritmos de calculo, menos relevantes debido a la tecnologia.

Para favorecer la comprension de los contenidos objeto de la ensefianza, y segun los
conocimientos previos de los estudiantes, el estudio de las matematicas se puede hacer
con diversos grados de formalizacion, que dependen de los procesos de generalizacion,
simbolizacion y célculo analitico; esto es, estan ligados a la aplicacion de conceptos y

procesos algebraicos.

Una contribucion a este debate seria admitir la posibilidad de diferentes niveles de
formalizacion, es decir, distintos grados de aplicacion del algebra a lo largo del
aprendizaje de las matematicas. La vision del &lgebra como uso de incognitas, ecuaciones,
funciones, parametros, o estructuras abstractas, cuyas propiedades permiten operar con
los simbolos, es restrictiva, pues oculta un rasgo esencial del razonamiento algebraico: la
generalizacion y la expresion progresiva de la generalidad. Una perspectiva ampliada,
reconoce la presencia de pensamiento algebraico incluso en la actividad matematica que
se realiza en la escuela primaria (Carraher y Schliemann, 2007; Kaput, 2008). En
particular, el modelo de niveles de razonamiento algebraico elemental (RAE) (Godino et
al., 2014; Godino et al., 2015), sistematiza y completa esa visién extendida y permite
clarificar grados de formalizacion de la actividad matematica en el estudio de cualquier

contenido.



En este trabajo nos centramos en la probabilidad, motivados por la diversidad de
situaciones aleatorias a las que debemos enfrentarnos a lo largo de su vida, y su
importancia en el estudio posterior de la inferencia. Debido a esta relevancia, diversas
propuestas curriculares (ACARA, 2013; MECD, 2014) introducen la probabilidad en la
Educacion Primaria, persiguiendo alcanzar la cultura probabilistica (Gal, 2005) que es

necesaria para todo ciudadano.

El proposito de este trabajo es analizar la actividad algebraica requerida en el trabajo con
la probabilidad en los niveles no universitarios, y describirla mediante los niveles
propuestos en el modelo RAE. Ello permitira definir diferentes grados de formalizacion
en el estudio de la probabilidad, dependiendo del nivel RAE necesario en cada uno y
proponer una secuencia de introduccion de las ideas fundamentales de probabilidad en
estas etapas educativas. El estudio puede contribuir asimismo a la discusion entre
ensefianza formal e informal de la probabilidad y a comprender qué se entiende por
formalizacion en el estudio de las matematicas, a fin de definir trayectorias de aprendizaje

que tengan en cuenta la conexion entre lo formal y lo informal en el trabajo matematico.

El articulo se organiza de la siguiente forma. Tras esta introduccidn, se describe el marco
tedrico y el método. A continuacion, se analizan una serie de problemas centrados en el
significado clasico de la probabilidad, que permiten introducir las ideas estocasticas
fundamentales, con una progresion de niveles de algebrizacion. La cuarta seccién incluye
una sintesis de las ideas estocasticas fundamentales en relacién a los niveles de
algebrizacion y distribucién sugerida para las diferentes etapas educativas. Finalmente
se reflexiona sobre la relevancia del tipo de anélisis realizado para progresar desde el

componente intuitivo/ informal al formal en el aprendizaje matematico.

MARCO TEORICO Y METODO

En esta seccidn se sintetizan los fundamentos del trabajo: algunas nociones del Enfoque
Ontosemidtico (EOS) del conocimiento y la instruccion matematicos (Godino y Batanero,
1994; Godino, et al., 2007, 2019), significados de la probabilidad e ideas estocéasticas
fundamentales y el modelo RAE.

Significado pragmatico y configuracién ontosemiética

En el EOS se asume una concepcion antropoldgica de la matematica dando un lugar



central a la nocion de practica matemética, como “toda actuacion o expresion (verbal,
gréfica, etc.) realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a
otros la solucion obtenida, validarla o generalizarla a distintos contextos y problemas ”
(Godino y Batanero, 1994, p. 334). También se considera la mateméatica como un sistema
I6gicamente organizado de objetos matematicos que, segln su naturaleza y funcién en las
practicas matematicas, se clasifican en: situaciones-problema (tareas que inducen la
actividad matematica), lenguajes (términos y expresiones; notaciones, simbolos,
representaciones graficas), conceptos (entidades matematicas que pueden ser
introducidas por su definicién), proposiciones (propiedades o enunciados sobre
conceptos), procedimientos (técnicas de célculo, operaciones y algoritmos) y argumentos

(requeridos para justificar las proposiciones o los procedimientos).

Dichos objetos se relacionan entre si formando configuraciones ontosemidticas. Las
situaciones — problemas son la razon de ser de la actividad matemaética; el lenguaje
constituye el instrumento de trabajo matematico y representa las demas entidades; los
argumentos justifican los procedimientos y las proposiciones. En el EOS se distingue
entre objetos extensivos si intervienen en la practica matematica como un caso particular,
e intensivos si aparecen como una clase o tipo de objetos; dichas entidades resultan de los
correspondientes procesos matematicos de particularizacion y generalizacion, teniendo

un caracter relativo a la situacion que se analiza.
Significados pragmaticos de la probabilidad e ideas estocasticas fundamentales

A lo largo de la historia se han propuesto diferentes interpretaciones del concepto de
probabilidad (intuitiva, clasica, frecuencial, subjetiva y axiomatica) que se utilizan en la
actualidad en la ensefianza (Batanero et al. 2005; Borovnick y Kapadia, 2014) y que han
sido interpretados dentro del EOS como significados pragmaticos (Batanero y Diaz,
2007).

El significado intuitivo de la probabilidad aparecio en la antigliedad, asociado a juegos
de azar y ceremonias religiosas, en situaciones que requieren la expresion de grados de
creencia personal sobre la ocurrencia de ciertos acontecimientos y la asignacion de

probabilidades de forma cualitativa.

El significado clasico comienza a desarrollarse en el siglo XIII (Belhouse, 2000),

aunque la primera definicién matematica es propuesta por De Moivre en 1718 y refinada



por Laplace en 1814 como la proporcion del nimero de casos favorables al nimero de
casos posibles, siempre gque todos los resultados sean igualmente probables (Borovcnik y
Kapadia, 2014). Esta definicion es circular y sélo se puede aplicar en experimentos con

un namero finito de sucesos equiprobables.

La demostracién por parte de Bernoulli de la primera ley de los grandes nimeros es
el origen del significado frecuencial de la probabilidad, en el que se define la probabilidad
como el limite hacia el cual tiende la frecuencia relativa de un suceso al repetir el
experimento un namero grande de veces. Si bien esta definicion extiende el célculo de
probabilidades a experimentos con sucesos no equiprobables, no permite obtener el
verdadero valor de la probabilidad, sino sélo una estimacion del mismo; ademas, se exige
la independencia de los ensayos sucesivos que deben realizarse en idénticas condiciones
(Batanero y Diaz, 2007, Borovcnik y Kapadia, 2014).

Mediante el teorema de Bayes, el valor de la probabilidad (a priori) de un suceso puede
revisarse a partir de nuevos datos para transformarse en una probabilidad a posteriori. A
comienzos del siglo XX, matematicos como Finetti 0 Ramsey se basan en este teorema
para definir la probabilidad como grado de creencia basado en la experiencia personal
(Borovcnik y Kapadia, 2014). Con ello se amplia el campo de aplicacién, pero la
probabilidad pierde el caracter objetivo al estar condicionada por un cierto sistema de

conocimientos (Batanero, 2005).

La controversia sobre los problemas descritos para los diversos significados de la
probabilidad fue resuelta con el desarrollo de la teoria axiomética (Batanero et al, 2005).
Partiendo de la teoria de conjuntos, Kolmogorov define la probabilidad como una funcién
medible que cumple ciertos axiomas y que permiten desarrollar todos los resultados
conocidos en el momento sobre calculo de probabilidades. Dichos axiomas se cumplen
en las definiciones anteriores de la probabilidad, por lo que son aceptados por diferentes
escuelas estadisticas (Batanero y Diaz, 2007).

Para Heitele (1975), el estudio matematico de la probabilidad requiere considerar
ciertas ideas estocasticas fundamentales, presentes frecuentemente en situaciones

aleatorias y que pueden ensefarse con diferentes grados de formalizacion. Estas son:

e EIl conjunto de todas las posibilidades (espacio muestral), los sucesos y sus

operaciones elementales (complementario, union, interseccion).



e Laequidistribucion, que permite asignar probabilidad para sucesos equiprobables.

e Lasreglas de la sumay el producto en el calculo de probabilidades.

e Independencia y dependencia de sucesos y probabilidad condicional.

e Experimento compuesto, su espacio muestral, probabilidad condicionada y
compuesta.

e Combinatoria elemental que se aplica en la construccion del espacio muestral y
calculo de probabilidades.

e Variable aleatoria, esperanza matematica y distribucion de la variable aleatoria.

e Convergenciay ley de los grandes nimeros.

e Muestreo y estimacion.

Consecuentemente, la comprension de la probabilidad se logra tras un proceso de
estudio prolongado, que depende también del nivel de formalizacién, que debe ajustarse

al tipo de estudiantes a que va dirigida y que haremos operativa, mediante el modelo RAE.
Niveles de algebrizacion

En el EOS se entiende el Razonamiento Algebraico Elemental (RAE) como el sistema de
practicas en la resolucion de tareas en las cuales intervienen objetos y procesos
algebraicos (simbolizacion, relacién, variables, incognitas, ecuaciones, patrones,
generalizacion, modelacion, etc.). El modelo RAE (Godino et al., 2014) utiliza como
criterios para delimitar los distintos niveles los tipos de objetos, los procesos de
generalizacion implicados (o grado de intension) y el céalculo analitico que se pone en
juego en la actividad matematica correspondiente. En base a esto se definen los siguientes

niveles:

Nivel 0. Ausencia de razonamiento algebraico. Se opera con objetos intensivos de

primer grado de generalidad, usando lenguajes natural, numérico, iconico, gestual.

Nivel 1. Se comienzan a reconocer propiedades de las operaciones y el significado
relacional del signo igual, emergiendo el concepto de equivalencia. En tareas

funcionales se reconoce una regla general.

Nivel 2. Se usan representaciones simbolicas para representar objetos intensivos

ligados a la informacidon contextual; se resuelven ecuaciones de la forma Ax + B =C



(A, B, C € R). En tareas funcionales se reconoce una regla general, pero no se opera

con variables.

Nivel 3. Aparecen formas consolidadas de razonamiento algebraico. Los simbolos se
usan de manera analitica, sin referirse a la informacidon contextual. Se realizan
operaciones con indeterminadas o variables; se resuelven ecuaciones del tipo Ax + B
=Cx+D (A, B, C, D € R).

Godino et al. (2015) proponen tres nuevos niveles, para lo que se recurre al uso y
tratamiento de pardmetros, vinculados a familias de ecuaciones y funciones. El lenguaje
empleado en estos niveles es simbdlico literal y los simbolos se usan de forma analitica,

sin referirse a informacion contextual.

Nivel 4. Se utilizan parametros y coeficientes variables para expresar familias de
ecuaciones y funciones, lo que implica discriminacion del dominio y rango de la

funcién paramétrica. Se opera con coeficientes variables pero no con parametros.

Nivel 5. Describe la actividad matematica en la que se realizan célculos analiticos

(sintacticos) en los que intervienen parametros conjuntamente con otras variables.

Nivel 6. El ultimo grado de generalidad es el trabajo con estructuras algebraicas
(como la de espacio vectorial o grupo) o el algebra de funciones (adicién, sustraccion,
divisién, multiplicacion y composicion de funciones genéricas), que son temas que

se inician en Bachillerato.
Método

Una caracterizacion de los niveles de formalizacion de la ensefianza de la probabilidad
que sirva de referencia global para el disefio curricular, necesita adoptar un punto de vista
macroscopico, incorporando los antecedentes resumidos en las secciones anteriores.
Ademas, requiere un analisis microscépico, como el propuesto en Godino (2002) de
ejemplos prototipicos de situaciones — problemas en los que intervienen de manera critica
las ideas estocasticas fundamentales y distintas maneras de abordar su resolucion. Con
este criterio, se han seleccionado y resuelto una serie de problemas que se graddan segun
el nivel de razonamiento algebraico requerido en su resolucion. A partir del analisis
semidtico de las practicas que se deben realizar para resolverlos, se identifican los

conceptos, procedimientos, proposiciones y argumentos utilizados, para identificar los



niveles RAE vy las ideas estocasticas fundamentales. Todo ello permite definir grados de
formalizacion y establecer relaciones jerarquicas entre los mismos en funcion de su

complejidad e interdependencia.



NIVELES DE ALGEBRIZACION EN EL RAZONAMIENTO
PROBABILISTICO

La ensefianza de la probabilidad deberia comenzar desde las ideas intuitivas de los nifios
sobre azar y probabilidad y culminar con el enfoque axiomatico, que introduce el trabajo
con estructuras algebraicas. En esta seccidn, siguiendo este principio se introducen
progresivamente los niveles de algebrizacion para el estudio de la probabilidad, utilizando
ejemplos del significado cléasico.

Las primeras nociones de probabilidad se adquieren mediante experiencia con
situaciones que requieren la cuantificacion de sucesos inciertos o la expresion de grados
de creencia en los mismos (Godino et al., 1987). La asignacion de probabilidades a los
sucesos se realiza de forma cualitativa, utilizando el lenguaje ordinario (“poco probable”,
“muy probable”) en base a las preferencias individuales. En algunos casos se ordenan por
su mayor verosimilitud (“mas probable”, “menos probable”) y s6lo se cuantifican en

casos sencillos (“hay 2 mas que”). No se utilizan sisteméaticamente procedimientos

matematicos.
Nivel aritmético
Experimento aleatorio, espacio muestral, sucesos, probabilidad

Los juegos de azar son uno de los principales contextos en el que los escolares pueden
comprender las caracteristicas de las situaciones aleatorias trabajando el significado
clasico (Batanero et al. 2005). Si un espacio muestral E consta de un nimero finito n de
sucesos elementales y no hay razén para suponer que alguno de ellos pueda ocurrir con
mayor frecuencia que el resto, la probabilidad de cada suceso elemental es 1/n. Asi, la
probabilidad de un suceso compuesto de k sucesos elementales, aplicando la regla de

Laplace es igual a k/n.

En el modelo RAE, el nivel aritmético se caracteriza por la aplicacion de

procedimientos de calculo aritméticos sobre numeros particulares y el lenguaje natural o



numérico. Este nivel aparece en la resolucién del siguiente problema prototipico de

comparacion de probabilidades?, que se analiza en la Tabla 1:

Problema 1. En la caja A hay 4 canicas rojas y 2

azules. En la caja B hay 6 canicasrojasy 4 azules. | @ @ @ %o :
. . ® L N ®o
Para ganar un premio, hay que sacar una canica @ o
Caja A Caja B

azul de la caja sin mirar dentro de ella. ;Qué caja

elegirias para hacer la extraccion?

Tabla 1.
Solucién al problema 1. Nivel RAE 0

Practicas matematicas Objetos matematicos

En la caja A hay el doble de | Conceptos: experimento, sucesos, casos favorables y
canicas rojas que azules y | desfavorables, probabilidad, doble, razén, muestreo.
menos del doble en la caja | Procedimientos: distinguir y contar casos favorables y posibles,

B. Por tanto, en Ia_c_aja B es | calcular la razén de casos favorables y posibles; comparar
mayor la probabilidad de |  5,0nes.

sacar una canica azul. Proposiciones: Los sucesos son equiprobables, la probabilidad

de ocurrencia de un suceso depende de la razén entre casos
favorables y desfavorables.

En la practica analizada en la tabla 1 solo intervienen valores numéricos particulares
(numero de canicas rojas y azules en las cajas), operaciones aritméticas (doble de una
cantidad) y el orden de nUmeros naturales. Se establece una estrategia de correspondencia
(Hernandez-Solis et al, 2021), que lleva a calcular la razén en una de las cajas (“el doble
de canicas rojas que de canicas azules”) y comparar con la misma en la otra caja. Dado
que no intervienen objetos y procesos algebraicos, la actividad matematica realizada se

considera de nivel 0 de algebrizacion, segin Godino et al. (2014).
Nivel proto-algebraico

Cuando, como en el problema 1, ni el nimero de casos favorables ni el de desfavorables

es el mismo, los problemas de comparacion de probabilidades no pueden resolverse

2 Dependiendo de la composicion de las dos urnas, puede resolverse mediante estrategias que van de la
comparacion de casos favorables a la comparacion de fracciones (Herndndez-Solis et al., 2021).
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comparando dichos valores, siendo necesario aplicar razonamiento proporcional®. En el
problema 1, se puede comparar la razon entre las magnitudes “ntmero de canicas azules”
(casos favorables) y “ntimero de canicas rojas” (casos desfavorables), o entre “numero de
canicas azules” (casos favorables) y “numero de canicas en la caja” (casos posibles). Otra
solucién a dicho problema seria determinar la probabilidad de éxito en cada caja por
medio de la Regla de Laplace para escoger la que de mayor probabilidad. Dicha estrategia,
descrita en la tabla 2, basada en la comparacion de las fracciones determinadas por los casos
favorables y posibles supone una actividad matematica de caracter proto-algebraico de nivel
1, en tanto aparecen objetos intensivos de segundo grado de generalidad (nUmeros
racionales), propiedades de la estructura algebraica de N y la igualdad como equivalencia.

Tabla 2.
Solucion al problema 1. Nivel RAE 1

Practicas matematicas

Objetos matemaéticos

Dado que hay dos canicas azules y cuatro
rojas en la caja A, la probabilidad de

. - 2
obtener canica azul en la caja A es pe De

igual manera, hay 4 canicas azules y 6
rojas en la caja B, por lo que la
probabilidad de sacar una canica azul en

la caja B es %. Ahora,
2x10=20<24=6%x4

por lo que
24
6 10

Asi, la probabilidad de éxito es menor en
la caja A que en la B.

Conceptos: azar, juego de azar, casos
favorables, casos posibles, probabilidad
Procedimientos: distinguir casos favorables y
posibles, contar casos favorables y posibles,
aplicar la regla de Laplace, comparar fracciones.
Proposiciones: los sucesos son equiprobables,
la probabilidad de ocurrencia de un suceso sélo
depende del nimero de elementos;

una fraccidn es menor que otra si el producto de
su numerador por el denominador de la otra es
menor que el producto de su denominador por
el numerador de la otra.

Argumentos: basados en la equiprobabilidad de
los sucesos, la regla de Laplace y las
propiedades de las fracciones.

Experimento compuesto, dependencia e independencia, regla del producto

En la educacion secundaria se introducen los experimentos compuestos, cuyo tratamiento

supone una mayor complejidad, dado que pueden implicar principios de combinatoria en

3 El razonamiento proporcional aparece al resolver situaciones que se caracterizan mediante dos tipos de
relaciones (a) la funcional que vincula magnitudes diferentes y refleja el sentido de la razény, (b) la escalar
que vincula cantidades de la misma magnitud (Llinares, 2003).
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la enumeracion del espacio muestral. En los problemas de urnas, se debe diferenciar entre

muestreo con o sin reemplazamiento, lo que implica la independencia o dependencia de

los experimentos simples, como vemos en el problema 2.

Problema 2. En una caja hay dos bolas azules y cuatro rojas. Se sacan
dos bolas una detras de otra, anotando el color de la primera y

devolviéndola a la urna, antes de extraer la segunda. ¢;Cual es la

probabilidad de obtener dos bolas azules? (Y si se sacan simultineamente las dos bolas

de la urna?

Tabla 3.

Solucioén del problema 2. Nivel RAE 1

Practicas matematicas

Objetos matematicos

Se trata de un experimento compuesto. En la primera
parte, se realiza un muestreo con reemplazamiento,
siendo el resultado de la segunda extraccion
independiente del de la primera.

Como hay dos canicas azules y cuatro rojas en la

caja, la probabilidad de obtener canica azul es % = %
P (12 bola azul) = 3; P (22 bola azul) = 3;
Por tanto, la probabilidad de que las dos bolas sean

1

1.1
azules es P (2 bolas azules) = X375

En la segunda parte el segundo experimento depende
del primero y se modifica la probabilidad de obtener

la bola azul. Como P (22 bola azul) = % ,
1

P (2 bolas azules) = % X é =

Conceptos: Experimento. Casos
favorables y posibles. Experimento
compuesto, probabilidad compuesta,
independencia, dependencia,
probabilidad condicionada, muestreo
con y sin reemplazamiento.
Procedimientos: célculo de
probabilidades simples y compuestas.
Producto de fracciones.

Proposiciones: EI muestreo con
reemplazamiento supone
independencia de ensayos.

En las précticas incluidas en la tabla 3, estan involucradas las propiedades y célculo

con fracciones y la igualdad como equivalencia, por lo que la actividad matematica tiene

un caracter proto-algebraico de nivel 1. Ademas, se usa la regla del producto, que permite

resolver problemas de probabilidad compuesta si los experimentos son independientes.

En los experimentos dependientes se generaliza haciendo uso de la probabilidad

condicional.

Variable aleatoria, juego equitativo, esperanza matematica

En un experimento compuesto, el espacio muestral viene dado por el producto cartesiano

de los espacios muestrales de los experimentos simples. Por ejemplo, consideremos la

siguiente situacion en la que, ademas, aparecen implicitas las ideas de variable aleatoria,

distribucion y esperanza matematica:

12



Problema 3. Lanzamos dos dados y sumamos las puntuaciones. ;A qué puntuacion apostarias

para tener mas probabilidad de ganar?

La descripcion del espacio muestral asociado al experimento en una tabla de doble
entrada (tabla 4), requiere de un proceso de representacion/interpretacion de grado mayor

de generalidad (conjunto de pares de numeros, clasificado en filas y columnas).

Tabla 4.
Espacio muestral correspondiente al problema 3
Dados 1 2 3 4 5 6

11y @12 (1,3) (1,4) (1,5 (1,6)
2,1) (2.2 (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
3.1) (32 (3,3) (3,4) (3,5 (3,6)
41 (42 (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
(5,1) (52 (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
6,1) (6,2 (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

o O WN P

A partir de ésta, se determinan las sumas de los pares y la distribucién de probabilidad

de la variable “suma de dos dados”.

Tabla 5.
Distribucion de probabilidad de la suma de dos dados. Nivel RAE 2
Suma Posibles resultados Casos favorables  Probabilidad
2 (1,2 1 1/36
3 1,2), (2,1) 2 2/36
4 (1,3), (2,2), (3,1) 3 3/36
5 (1,4), (2,3), (3,2), (4,1) 4 4/36
6 (1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1) 5 5/36
7 (1,6), (2,5), (3,4), (4,3),(5,2), (6,1) 6 6/36
8 (2,6), (3,5) (4,4), (5,3), (6,2) 5 5/36
9 (3,6), (4,5), (5,4), (6,3) 4 4/36
10 (4,6), (5,5), (6,4) 3 3/36
11 (5,6), (6,5) 2 2/36
12 (6,6) 1 1/36
Total 36

En la tabla 5, a cada valor de la variable “suma de dos dados” corresponden tres
objetos diferentes: en la segunda columna se asignan los posibles resultados del
experimento, en la tercera el nimero de casos favorables, y en la cuarta, la probabilidad
de obtener cada valor de la variable. Una tabla de probabilidad acta como icono de una

estructura de relaciones que permite obtener conocimientos relativos a caracteristicas y
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forma de la distribucion de probabilidad. Asi, se observa que la moda de la variable es 7,
por lo que, se deberia apostar al 7, pues su probabilidad % es la mayor. Este aspecto

funcional, y no usar simbolos alfanuméricos caracteristicos del razonamiento algebraico
consolidado (nivel 3), llevarian a asignar el nivel proto-algebraico 2 a la actividad

matematica implicada en la solucion.

Como hemos mencionado, la probabilidad nace de situaciones ligadas a los juegos de
azar. En estos problemas implicitamente se considera una variable aleatoria, que toma al
menos dos valores diferentes (la ganancia asignada a cada jugador si gana). Este conjunto
de valores con sus probabilidades constituye la distribucidn de probabilidad de la variable
aleatoria, cuya media se conoce como esperanza matematica. Para que el juego sea
equitativo, ser& necesario igualar las esperanzas de ganancia, es decir, los productos de
premio otorgado y probabilidad de ganar de cada jugador. Asi, el primer paso para decidir
si un juego es equitativo, reside en comparar las probabilidades de ganar de los diferentes

jugadores. Este es el contexto del problema 4:

Problema 4. Alicia y Pablo estan jugando a un juego usando una caja con canicas. Alicia
tiene en su caja 4 canicas rojas y 2 azules. Pablo tiene en su caja 6 canicas rojas y 4 azules.
Pablo gana 50 céntimos cada vez que saca una canica roja. ¢Cuanto deberia ganar Alicia

cada vez que saque una canica azul para que el juego sea equitativo?

Tabla 6.
Solucion al problema 4. Nivel RAE 2
Précticas matematicas Objetos matematicos

Dado que Alicia gana siempre que extrae una
canica azul y Pablo lo hace si es roja, las
probabilidades de ganar cada uno son:

Conceptos: azar, juego equitativo, casos
favorables y posibles, probabilidad,
variable aleatoria, esperanza matematica.

Procedimientos: calculo de probabilidades,
igualacién de ganancia esperada de los
jugadores, planteamiento y resolucion de la

2
P("gana Alicia") = i

6
P("gana Pablo") = — =
("gana Pablo") 10

Si x es la cantidad que debe ganar Alicia cuando
obtiene la canica azul, y Pablo gana 50 céntimos
de euro cuando es roja, para que el juego sea
equitativo, se debe cumplir que

P("gana Alicia") X x = P("gana Pablo") X 50
Esto es, %x = % x 50, de donde %x =20, y asi

x = 60. Es decir, Alicia debe ganar 60 céntimos
cada vez gue la canica sea azul.

ecuacion de proporcionalidad inversa.
Proposiciones: Las ganancias vy
probabilidades son inversamente
proporcionales.

Argumentos: El juego es equitativo si los
jugadores tienen la misma ganancia
esperada.
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En el problema 4 aparecen de manera implicita las ideas de variable aleatoria y esperanza
matematica. Como se observa en la tabla 6, la solucion requiere tanto el calculo de las
probabilidades de éxito de cada jugador como reconocer la relacion de proporcionalidad
inversa entre la esperanza de ganar y la cantidad recibida. Esto supone plantear y resolver
una ecuacion en la que la incégnita (ganancia de uno de los jugadores) esta despejada en
un miembro de la ecuacién. Asi, segin el modelo de Godino et al. (2014), se desarrolla

una actividad proto-algebraica de nivel 2 de algebrizacion.
Nivel algebraico

Para asignar nivel propiamente algebraico (nivel 3) a una practica se requiere el uso de
lenguaje simbdlico-literal y que se opere de manera analitica/sintactica con dicho lenguaje

(Godino, Aké et al., 2014). Para ejemplificarlo, se propone el Problema 5.

. . . . ® ®
y 2 canicas az_ules. En la caja B se han mfet,ldo 6 can!cas ®o® ® 0...
rojas y 4 canicas azules. ;Como repartirias 8 canicas

rojas para que la probabilidad de sacar una canica azul
fuese la misma en las dos cajas?

Problema 5. En la caja A se han metido 4 canicas rojas [. o } [ e oo .]

Caja A CajaB

En una solucién aritmética, se podria razonar como sigue:

Podemos repartir las 8 canicas rojas, colocando 2 en la caja A, para llegar a 6 rojas, y 6 en la
caja B, que tendria 12 rojas, de manera que en ambas cajas las canicas rojas serian el triple

de las azules y por tanto habria igual probabilidad de sacar canica azul.

Otra solucion de nivel mayor de algebrizacion que permite generalizar el resultado a
otras composiciones de casos favorables y posibles en las cajas se incluye en la Tabla 7.

Tabla 7.
Solucion al problema 5. Nivel RAE 3
Précticas matematicas Objetos matematicos

Sea a el nimero de canicas rojas que se colocan | CONCeptos: experimento, casos favorables y

en lacaja A, y b el nimero que se afiade a la caja posible_s, probabilida}d, razon,
B. Para que la probabilidad de extraer una canica | Procedimientos: aplicar la regla de Laplace,

azul sea la misma, se debe cumplir: plantear un sistema de ecuaciones y sustituir
2 4 para resolver una ecuacion del tipo Ax +
2+d+a 4+6+b B =Cx+D.
2(10+b) =4(6+a) e 20+2b =24+ 4a Proposiciones: Las canicas rojas (casos
o2h=4+4aob=2+2a desfavorables) se deben repartir de forma

que el numero de canicas azules sea
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Como el numero de canicas rojas a repartir es 8,
a+b=8b=8-—a.Asi,
8—a=2+2ao6=3aa=2

directamente proporcional al nuamero de
canicas totales.

Argumentos: Se basa en la definicion de
probabilidad y en la relacion de

Por tanto, deberiamos afiadir 2 canicas rojas a la N
proporcionalidad.

caja Ay el resto a la caja B.

En ella se han planteado de manera simbdlica las ecuaciones y se aplica una técnica
de sustitucion para resolverlas; por tanto, el razonamiento corresponde con un nivel 3 de

algebrizacion, segin el modelo de Godino et al. (2014).
Primer encuentro con parametros

En probabilidad es caracteristico usar distribuciones generales que quedan determinadas
por uno o varios pardmetros, tales como la distribucion binomial B(n,p), que se estudian
en Bachillerato. Dado un experimento aleatorio y un suceso A, con probabilidad p, se
dice que hay éxito, si en el experimento resulta A y se habla de fracaso en caso contrario.
En n repeticiones independientes del experimento, el niUmero de éxitos es una variable
aleatoria X, con valores enteros comprendidos entre 0 y n, que sigue una distribucién
binomial de pardmetros n (nimero de ensayos) y p (probabilidad de éxito en cada uno).

Este es el contexto del problema 6:

Problema 6. Considera el experimento consistente en lanzar dos dados y sumar sus
puntuaciones. ¢Cudl es la probabilidad de obtener suma 7, un nimero dado de veces, en

n repeticiones del experimento?

Tabla 8.
Solucion al problema 6. Nivel RAE 4
Précticas matematicas Objetos matematicos

Al ser los ensayos independientes, la probabilidad de
obtener suma 7 en cada uno, se mantiene igual a 5/36.
Si al repetir el experimento n veces, en los k primeros,
se obtuvo “suma 7” (E) y en los (n — k) siguientes
“suma distinta de 7” (F), la probabilidad es:
k veces n—k veces
P(EEEFFF) =
k veces

=P(E)-P(E)-..-P(E)-P(F)-P(F)-... P(F)

5 k 29 n—-k
- (z) “(5)
La probabilidad de obtener k-veces suma 7 (E) y
(n—k)-veces suma distinta (F), es la misma en

Conceptos: experimento compuesto,
sucesos independencia, probabilidad,
combinaciones, parametros.
Procedimientos: Calcular la
probabilidad de éxito usando la regla
de Laplace; calcular la probabilidad
compuesta con la regla del producto.
Calcular el nimero de combinaciones
de n elementos tomados de k en k.
Proposiciones: La probabilidad de
éxito es constante en cada
experimento. La probabilidad de

n—k veces

cualquier ordenacion de éxitos (E) o fracasos (F)
(propiedad conmutativa del producto).

obtener k-éxitos en n-pruebas es la
misma para cualquier ordenacion de
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Para calcular la probabilidad de obtener suma 7 en k | éstos; el nimero de combinaciones de
lanzamientos, basta multiplicar por el nimero de | nelementos tomados de k en k es (;{1)
posibles formas de ordenar los éxitos y fracasos, es
decir por el namero de combinaciones de n elementos
tomados de k en k.

Argumentos: Se basa en la
independencia de los experimentos
s\k ,on—k | Simples, la regla del producto y las

k 7 en nlanzamientos) = (}) - (=) - (= ACni i i
P(k sumas k) 36 36 técnicas combinatorias.

Este primer encuentro con pardmetros para determinar la probabilidad de éxito en k
ensayos de las n repeticiones, descrito en la tabla 8, supone un nivel 4 en el modelo RAE
(Godino et al., 2015). El uso de parametros fomenta la reificacion de formulas y de
expresiones algebraicas y es un medio de generalizacién, al determinar familias de objetos
(distribuciones de probabilidad, en nuestro caso) que pueden ser modelizados y
representados mediante una estructura comun (Drijvers, 2003). En particular, la situacion
descrita en el problema 6 se puede generalizar a una distribucion binomial B(n,p) de

parametros n'y p, cuya distribucién de probabilidades es:
P(X=k) = (Z) Pk (1 —p)™* k=1, ...n.

Operaciones con parametros

Las operaciones con parametros aparecen en los textos de bachillerato en el estudio de la
distribucion normal y la inferencia estadistica. Una vez estudiadas las variables aleatorias
continuas y los conceptos de funcion de densidad y distribucion, se introduce la
distribucion normal de parametros py o, N(u, o), que es una variable aleatoria continua

con funcidn de densidad:

(= w?

fx) = ﬁz_ne" 202 | para todo xeR.

Dicha distribucién se estudia por sus aplicaciones en fendmenos bioldgicos,
psicoldgicos o en teoria de errores. La funcion de distribucion de una variable aleatoria

continua X es una funcidn de variable real que viene dada por medio de una integral®:

F(x) =P((—0o <X <x]) = fx f(x)dx

4 De hecho es una integral impropia que los alumnos de Bachillerato no manejan.
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A partir de ella se calculan probabilidades de la variable en intervalos:
b
Pla<X<b)=F(b)—F(a) = j- f(x)dx
a

Sin embargo, dado que la funcion de densidad normal carece de primitiva, su funcion
de distribucion no tiene una expresion explicita, por lo que se utilizan métodos numéricos
para obtener sus valores. En la préactica, los estudiantes pueden bien utilizar una
calculadora que proporciona los valores de la funcion de distribucion F(x) dado x, o una
tabla estadistica de la distribucion normal N(0,1). Esto requiere emplear las propiedades
de la distribucion normal, para concluir que si X es una variable normal N (u, o) entonces
Z = Xf;” es una variable N(0,1).

Problema 7. Determina en funcion de u y a, el percentil del 90% en una distribucion
normal N (u, o).

La obtencion del percentil en una distribucién normal N(u, o), en forma general, como

propone el problema 7, requiere operar con los parametros (tabla 9):

Tabla 9.
Solucion al problema 7. Nivel RAE 5
Précticas matematicas Objetos matematicos
El percentil del 90% es el valor Py tal que: Conceptos: variable aleatoria, funcién de
P (X < Pyy)=0,9 densidad, distribucion normal, percentil,
En la tabla de la distribucién normal N (0,1) | distribucion normal estandar
se puede observar que: Procedimientos: operaciones con
P (Z <1,28)=0,9, pardmetros, uso de tabla de la N(0,1),
siendo Z=*=* Entonces tipificacion y operacion inversa
o , (ﬂ < 126)-09: Proposiciqnes: Cualqu_ier combinacién Iir}eal
o de una variable aleatoria normal es también
PX-n<1280)=09=P (X <u+1280), | ynavariable aleatoria normal. Al tipificar la
luego distribucion normal se pasaa la N (0,1)
Poo=p+ 1,28 0. Argumentos: recaen en las propiedades de la
distribucién normal y del calculo de
probabilidades.

Este nivel 5 de algebrizacion (Godino et al., 2015), que involucra operaciones con

parametros aparece también en la aproximacion de la distribucion binomial por medio de
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una distribucion normal. Asi, el Teorema de De Moivre-Laplace ® permite asegurar que

la probabilidad de que la distribucion binomial B(n, p) converja a una distribucion normal
N(np, np(1 —p)) puede ser mayor que un cierto valor, para un n suficientemente

elevado, aceptandose una buena aproximacién sinp =5y n(1 —p) = 5.
Trabajo con estructuras algebraicas

Aunque los problemas presentados hasta ahora se pueden resolver mediante el significado
clasico de la probabilidad, en esta seccion discutiremos otros que se incluyen en el
significado axiomatico. Puesto que este significado engloba a todos los anteriores, se
puede considerar esta seccion una ampliacion del estudio de la probabilidad clésica a un

nivel mayor de abstraccion.

Kolmogorov propuso una axiomatica satisfactoria para la probabilidad, considerando
que el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio viene determinado por el
conjunto Q de todos los posibles resultados asociados al experimento (puntos muestrales)
y una c-algebra de sucesos # sobre dicho espacio muestral (es decir, una clase de
subconjuntos de ) cerrada para uniones numerables, contrarios y que contiene al vacio).

Defini6 la probabilidad como una funcion de conjuntos P: # —R que satisface tres

axiomas:

P1 (No negatividad) P(A) = 0, paratodo A € 4

P2 (Suceso seguro) P(Q2) = 1.

Ps (o-aditividad) Para toda sucesion {4;} de sucesos incompatibles dos a dos,
A; NA; =@, paratodo i # j P(U2; A;) = X2, P(4).

Estos axiomas permiten deducir las reglas del calculo de probabilidades, aunque no
la forma de asignar la probabilidad a los sucesos elementales no equiprobables (Batanero
et al., 2005). No obstante, en un experimento aleatorio con espacio muestral finito Q,
asumiendo que todos los sucesos elementales son equiprobables, la funcion P: 2(Q) —R

definida por

5> La complejidad del teorema se debe a que involucra una sucesion de distribuciones (B (n, p), con n variando)
cuyo limite no es un limite funcional ordinario, sino una convergencia estocastica.
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#A

P(A) == (#A denota el cardinal del suceso A),
#Q

cumple los axiomas anteriores. Esto permite deducir la regla de Laplace para la

asignacion clésica de probabilidades.

Con menos formalidad, en el Bachillerato se introduce la axiomética de Kolmogorov
y se define la probabilidad en algunos textos como una aplicacion de cada suceso en el
intervalo [0,1]. De los axiomas se derivan algunas propiedades que facilitan la resolucion
de problemas cuando se conoce la probabilidad de ciertos sucesos de un espacio muestral
y se desea determinar la de otros del mismo espacio. La demostracion de estas
proposiciones requiere que los estudiantes activen procesos de interpretacion,
unitarizacion, materializacion, reificacion y representacion de objetos intensivos, por lo
que el grado de abstraccion es mayor que el necesario en su aplicacion. En la figura 1 se
presenta un ejemplo de actividad tomada de un texto de Bachillerato.

83. Sea Ay B dos sucesos. Considerar el suceso C: “solo ocurre uno
de los dos”. Demuestra que:

P(C) = P(A) + P(B) — 2P(A " B)

Fig. 1. Problema 8. Demostracion de propiedades teoricas
(Alcaide et al., 2017, p. 360)

Como se muestra en la tabla 10, para resolver el problema 8 se debe interpretar el
suceso C “solo ocurre uno de los dos”, mediante operaciones con los sucesos Ay B, de
manera que “ocurre A y no ocurre B” viene dado por A N B 'y “ocurre B y no ocurre A”
esANB.

Tabla 10.

Solucion al problema 8. Nivel RAE 6
Précticas matematicas Objetos matematicos

Teniendo en cuenta que
C=MANBUANB),
A=(ANB)U(ANB)y
B=(ANB)U(ANB),
por la propiedad aditiva de la probabilidad:
P(C)=P(AnB)+P(ANB),
P(A) = P(ANB) + P(ANB),
P(B) =P(ANnB)+P(ANB),

Conceptos: conjuntos, unién, interseccion,
complementario, conjuntos disjuntos.
Procedimientos: Operaciones con
conjuntos; operaciones con la funcién de
probabilidad.

Proposiciones: La unién de un suceso y su
complementario es el espacio muestral. La

De aqui se sigue:
P(C) =P(AnB)+ P(ANB)

interseccion de un suceso y el
complementario de otro es igual a la
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= (P(4) - P(ANnB))+ (P(B) — P(An B)) | diferencia del primero con el segundo. La
= P(A) + P(B) — 2P(ANnB). probabilidad es aditiva en sucesos
disjuntos.

En esta secuencia de practicas, los sucesos son vistos como conjuntos, no concretos
de un espacio en particular, sino como objetos abstractos sobre los cuales se definen
operaciones (unién, interseccion, contrario) que cumplen un sistema de propiedades
especificas; la probabilidad es una aplicacion definida sobre dichos conjuntos que cumple

ciertas “reglas” en relacion a sus operaciones. Por tanto, el nivel RAE es 6.

SINTESIS Y ARTICULACION DE LOS NIVELES DE
ALGEBRIZACION EN EL ESTUDIO DE LA PROBABILIDAD

En la tabla 11 se presenta un resumen de las ideas estocasticas fundamentales, objetos
algebraicos y niveles RAE que aparecen en los problemas analizados. Se observa que las
mismas ideas estocasticas se pueden trabajar con los diferentes niveles RAE, eligiendo
adecuadamente el tipo de problema y método de resolucion. Esta observacion corrobora
dos supuestos de Heitele (1975): a) Las ideas fundamentales aparecen en la mayoria de
las situaciones aleatorias; b) Es posible ensefiarlas con diferentes grados de formalizacion.
En este sentido, el trabajo también completa el de Heitele (1975), al operativizar sus
grados de formalizacion mediante los seis niveles de razonamiento propuestos en el
modelo RAE.

Tabla 11.
Sintesis de ideas estocasticas y niveles de algebrizacion en los ejemplos
Ideas estocasticas fundamentales Ejemplos de problemas

Pl | P2 |P3 | P4 |P5 | P6 | P7 | P8
Probabilidad, casos favorables, | x | x | X |X |X |X |[X [|X
desfavorables y posibles
Experimento aleatorio, espacio muestral, | X X X X X X X X
suceso
Equidistribucién, equiprobabilidad, Regla | x |[x |x |X |X
de Laplace
Regla de la suma X | X |[X | X |[X |X |X |X
Dependencia e independencia de sucesos X | X
Experimento compuesto, regla del producto X | X X
Combinatoria X | X X
Variable aleatoria, distribucién, esperanza X | X X | X
matematica
Muestreo X | X
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Obijetos algebraicos
Conjuntos numéricos X | x |x |[x [|X
Razdn, proporcién X |IX [ x |x [|[X
Simbolos alfanuméricos, ecuaciones X | X X X | X X
Funciones (distribucion), representaciones X | X X | X
Parametros X | X
Operaciones con parametros X
Estructuras algebraicas X
Niveles RAE

Aritmético 0 X X
Protoalgebraico | 1 X | X

2 X | X
Algebraico 3 X

4 X

5 X

6 X

Aunqgue no en todos los problemas particulares elegidos aparecen siempre todas las
ideas estocasticas, es posible variar la mayoria, para lograr que se encuentren implicitas
e igualmente se puede cambiar el problema para trabajar a un nivel RAE diferente. Asi,
por ejemplo, en el problema 2 se puede suponer que se extraen n bolas con
reemplazamiento y pedir la probabilidad de obtener un nimero x de color rojo, lo cual

llevaria a la variable aleatoria, distribucion (binomial) y uso de pardmetros (nivel 4).

El analisis permite asimismao reflexionar sobre los niveles RAE implicitos en el trabajo
con la probabilidad en el curriculo (MECD, 2014; 2015). En Educacion Primaria se
comienza a trabajar de forma intuitiva y a nivel aritmético, para acercar al nifio a los
fendmenos aleatorios de su vida cotidiana, ampliando su lenguaje probabilistico, hasta
Ilegar al calculo como cociente de casos favorables y posibles, en problemas sencillos. Al
finalizar esta etapa, los estudiantes han trabajado las proporciones y proporcionalidad,
estrechamente relacionados con algunos contenidos probabilisticos (Langrall y Mooney,
2005; Van Dooren, 2014).

Comenzada la Educacién Secundaria Obligatoria, se espera que los alumnos puedan
dotar de sentido a las nociones de razén y proporcion en magnitudes proporcionales e
inversamente proporcionales (Burgos y Godino, 2020), lo que permitiria trabajar los
juegos equitativos en que los jugadores tienen diferente probabilidad de ganar. Los
problemas sobre experimentos compuestos que se introducen en 3° ESO, pueden apoyarse
en un primer momento en el diagrama en arbol (una de las principales herramientas en

probabilidad y combinatoria, segin Fischbein, 1975). Al final de la educacion secundaria,
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se incluye el estudio formal de la combinatoria, en cuyas formulas de calculo intervienen

parametros, lo que supone un nivel 4 de algebrizacion.

Aunque los axiomas de probabilidad se pueden presentar en forma intuitiva, su
expresion formal a partir de la teoria de Kolmogorov, a nivel RAE 6 sélo se trabaja
actualmente en Bachillerato y su estudio es muy limitado, dando preferencia al trabajo
con situaciones extramatematicas. De la misma manera, si bien las variables aleatorias y
las distribuciones de probabilidad aparecen de manera implicita en la ESO en la actividad
matematica caracteristica de niveles proto o algebraicos, el estudio de los modelos de
distribucion, como la binomial o normal, en los que se aplican los niveles 4 y 5 de

algebrizacion se reservan al Bachillerato.

REFLEXIONES FINALES

El modelo RAE aplicado en este trabajo permite profundizar la caracterizacion de las
matematicas que proponen otros autores, desde el punto de vista epistemologico y de los
procesos de aprendizaje. Asi, Fischbein (1994) considera las matematicas: “(a) como un
cuerpo de conocimiento formal, deductivo y riguroso, tal como se expone en los tratados
y libros de texto de alto nivel; (b) las matematicas como actividad humana” (p. 231).
También propone reconocer las interacciones entre los componentes formal, algoritmico

e intuitivo de las matemaéticas.

Freudenthal (1991) considera que las matematicas no deben ser aprendidas como un
sistema cerrado sino como una actividad de matematizacion de la realidad. En la
Educacién Matematica Realista, desarrollada sobre sus ideas, se distingue entre
matematizacion horizontal y vertical. En la primera, los estudiantes utilizan herramientas
matematicas para organizar y resolver problemas de la vida real, lo que implica pasar del
mundo real al de los simbolos. La matematizacion vertical implica la reorganizacion de

simbolos, conectando conceptos y estrategias dentro del sistema matematico.

Como hemos mostrado en este trabajo, el andlisis basado en el EOS de la resolucion
de problemas revela la presencia de objetos y procesos propios de niveles proto-
algebraicos, cuyo reconocimiento puede ayudar en el transito entre los componentes

intuitivos, algoritmicos y formales (Fischbein, 1994) y de las interacciones entre el
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componente horizontal y vertical de la actividad matemética (Freudenthal, 1991).
Ademas, incluso dentro del estudio formal de las matematicas es posible y Gtil admitir

diferentes grados de generalizacion y formalizacion.

El trabajo se podria continuar analizando los niveles RAE en actividades que
involucran los significados frecuencial y subjetivo de la probabilidad, no consideradas
aqui por limitaciones de espacio o para otros contenidos curriculares. Asi mismo, deberan
estudiarse las implicaciones que este tipo de analisis para la formacion de los profesores.
Los distintos grados de formalizacién en el razonamiento probabilistico, deberian tenerse
en cuenta en la formacion los profesores para ensefiar probabilidad y en instrumentos de

evaluacion de tales conocimientos, como el desarrollado por Vasquez et al., (2020).

Los ejemplos descritos serviran al profesor para analizar el grado de generalidad y
formalizacion en la actividad matematica involucrada en la resolucién de problemas de
probabilidad y planificacion de los procesos de instruccion, valorando en qué etapa
educativa y de qué forma se puede abordar el estudio de la probabilidad con diversos
niveles de algebrizacion teniendo en cuenta también los contenidos probabilisticos que se

trabajan.
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